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Public Coin

Theorem 17.1 [Newman]
1. Ein public coin Protokoll braucht nicht mehr als
log n+O(1) Zufallsbits,
d.h. zu einem gegebenen public coin Protokoll fir
f:{O,l}"x{O,l}"—>?O,1} mit Kommunikation ¢ und Fehler 1/3 existiert
ein Protokoll mit Kommunikation O(c), Fehler 1/3 und log n+O(1)
Zufallsbits

2. RI(f)< O(Rlpue(f)) + log n

Der zweite Teil folgt unmittelbar aus dem ersten, denn Alice
kann die Zufallsbits privat erzeugen und mit ihrer Nachricht an

Bob senden
Wir wissen aber noch nicht, ob R} (EQ)=Q(log n) ist, vielleicht
war unser Protokoll nicht optimal?
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Randomisierung vs.
Determinismus
- Wir wissen bereits, dass D}(EQ)=n und

RY(f)=O(log n), d.h. Randomisierung gibt
uns eine exponentielle Ersparnis

* Theorem 17.2
- RI(f)>Q(log DI(f))

* D.h. die Ersparnis ist maximal
exponentiell
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Beweis 17.2

Idee: Simulation des rand. Protokolls

- é“ﬁa) sendet fir jede mogliche Nachricht deren Wahrscheinlichkeit (als
a

- Dann kann Bob einfach bestimmen ob x,y mit hoher Wahrscheinlichkeit
(>2T/3 al_<dzep’rier"r oder verworfen wird, und somit fehlerfrei f(x,y)
entscheiden

- Problem: Wahrscheinlichkeiten sind reelle Zahlen
Wir missen aber nur mit beschrdnkter Genauigkeit rechnen

Fiir alle 28" méglichen Nachrichten wird die Wahrscheinlichkeit der
Nachricht mit jeweils 2R!(f) Bits Genauigkeit kommuniziert

ngdakzep’rier"r, wenn das rand. Protokoll mit Wahrsch. >1/2 akzeptieren
wiirde

Die Kommunikation ist damit O(2R'ORI(f))
Die Summe der tatsdchlichen Akzeptierungsws. sei z.B. p> 2/3

Der Fehler durch die beschrankte Genauigkeit in der Darstellung der
Ws. ist durch 2R(f) . 2-2R°(f) beschrankt.

Damit berechnet Bob eine Ws. von mind 2/3- 2-R'(f>1/2 und akzeptiert.
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Beweis 17.1

* Gegeben sei ein public coin Protokoll mit
Kommunikation ¢ fir eine Funktion f, der
Fehler sei 1/3

*+ OBdA gibt es keine privaten Zufallsbits

- Wenn wir den Wert der 6ffentlichen

Zufallbits fixieren erhalten wir ein
deterministisches Protokoll

* Damit ist ein public coin Protokoll nichts
anderes als eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
deterministischen Protokollen
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Beweis 17.1

Es gibt also eine Verteilung IT auf den
deterministischen Protokollen mit Kommunikation
hochstens ¢ die unser public coin Protokoll beschreibt

Wir ziehen t=100n Protokolle zufdllig gemadB 11
Diese Protokolle nennen wir P,,... P,

Unser neues Protokoll ist durch die uniforme
Verteilung auf Py,...,P; gegeben

- D.h. Der public coin ist uniform auf 1,..,t und die Spieler
verwenden P, wenn i gezogen wurde.

Wir zeigen, dass es eine Wahl von Py,... P; gibt, fir die
das so konstruierte Protokoll kleinen Fehler hat

Damit erhalten wir ein giiltiges Protokoll mit log
n+O(1) Zufallsbits
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Beweis 17.1

+ Sei Z(x,y,P,)=1 wenn das Protokoll P; (mit
Kommunikation ¢) auf x,y falsch rechnet
- EplZ(x,y,P)I< 1/3 fir alle x.y

+ Wenn wir P,,...,P; zufdllig gemaB I1 ziehen, gilt

= Bpp. it 1 [Z(xy P)]< 1/3

- Wir sind nun interessiert an der

Wahrscheinlichkeit (liber die Wahl der P,)
einer groflen Abweichung von diesem
Erwartungswert
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Chernoff Schranke

* Gegeben seien T unabhdngige

Indikatorzufallsvariablen Z mit
Erwartungswert < 1/2

+ Prob(|Z Z. - et|> §t)< 225t
fir alle 0<6<¢g(1-¢)

* D.h. die Wahrscheinlichkeit einer
Abweichung sinkt exponentiell
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Beweis 17.1

EPI,...,PTE.':1 + [Z(xy, P)I< 1/3

Pr'obpll.__lpf'('EiZ(x,y, P)>1/3+1/10)<2e21/100¢2-2n/2 fiir alle x,y

Damit gilt:
Prob(es gibt x,y mit EZ(x,y, P,)> 0,44)< 22n 2-2n/2=1/2

Fol%lich existieren P,,... P, so dass fir alle x,y der Fehler kleiner
als 0,44 ist

Durch Boosting kann der Fehler verringert werden

Dies erhoht die Kommunikation um einen konstanten Faktor (und
ebenfalls die Anzahl der Zufallsbits).

Wir kénnen stattdessen auch zuerst den Fehler auf 1/4
verringern (Kommunikation steigt auf O(c)), und dann den Fall
5=1/3-1/4 betrachten. Dabei ist t=125n ausreichend. Damit ist
die Anzahl der Zufallsbits log(125 t)=log n+O(1)
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Untere Schranken

+ Wir sind daran interessiert, untere
Schranken fir RY(f) zu zeigen

- Aus technischen Grinden werden wir
meistens R1P(f) betrachten

* Der maximale Unterschied ist O(log n)

* Wir in 17.1 bereits gesehen sind public
coin Protokolle durch Verteilungen auf
deterministischen Protokollen gegeben
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Protokolle mit Fehler

Wir betrachten deterministische Protokolle mit
Fehler

Dies macht nur Sinn, wenn der Fehler im Durchschnitt
beschrdnkt ist

. Self eine Verteilung auf den Eingaben, d.h. auf

{0,1}rx {0,1}m
determi sTnsches Einwegprotokoll P hat Fehler
w, wenn By comas J(P(X.Y) ;gtpf X.y) S )

Definition 17.3

- Die deterministische Einwegkomplexitdt mit Fehler unter p
ist DI+ (f), die Komplexitdt eines optimalen Protokolls das
bzgl. u Fehler ¢ hat
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Protokolle mit Fehler

Ein Beispiel:
Equality unter uniformer Verteilung

- kann mit Fehler 1/2" ohne Kommunikation entschieden
werden, indem Bob immer verwirft

Equality unter der Verteilung:

- x uniform. y=x mit Ws. 1/2, y Hamming Distanz 1 von x mit
Ws. 1/2

- braucht konstante Kommunikation

Disjunktheit: Alice erhdlt eine Teilmenge von {1,...,n},
ebenso Bob. Sind die Mengen disjunkt?

Verteilung: Die Mengen haben Graofe nl/2
- braucht Kommunikation Q(n'/2) bei konstantem Fehler
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Protokolle mit Fehler

*+ Theorem 17.4 [Yao-Prinzip]

- RL.pub (f)=max , D!+ (f), wobei p lber alle
Verteilungen auf den Eingaben lauft

» In Worten: die randomisierte

Komplexitdt mit (worst case) Fehler ¢

ist gleich der deterministischen

Komplexitdt mit average case Fehler ¢

fir die schwierigste Verteilung
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Beweis 17.4

+ RL.pb (f)> max, Dx (f):

Gegeben
Kommuni

r sei der

u und ein randomisiertes Protokoll mit
kation c und Fehler ¢

public coin

Fir alle x,y: E. [Fehler auf x,y bei coinr]<e

Daher: E

xy gema u Er [Fehler auf xy bei coin r]<e

E. Exy gemas . [Fehler auf x,y bei coinr]<e
- Es gibt r mit B, jemas [Fehler auf x,y bei coin r]<e

- Fixiere r um ein deterministisches Protokoll zu

erhalten
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Beweis 17.4

+ R ()< max, D+ (f):

- Wir betrachten ein zwei Personen Spiel:
- Spieler 1 wahlt Eingaben x.y
- Spieler 2 wdhlt ein Protokoll
+ Spieler 1 gewinnt wenn das Protokoll sich irrt, d.h. nicht f(x,y)
ausgibt
- Wir wissen: Es gibt eine randomisierte Strategie von Spieler
2, so dass fir alle Wahlen von x,y Spieler 1 erwartet nur ¢
gewinnt
- Das Minimax Prinzip der Spieltheorie besagt tiber solche
Spiele (Nullsummen 2 Spieler Spiele):

* Das Minimum lber allen Strategien von 2 des Maximums iber
alle Strategien von 1 des erwarfeten Gewinns von 1 ist gleich
dem Maximum Uber alle Strategien von 1 des Minimum uber alle
Strategien von 2 des erwarteten Gewinns von 1

* Dabei sind Strategien randomisiert
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Beweis 17.4

* Fir uns bedeutet dies:
- Min 1c1ller Strategien von 2 Max aller Strategien
von 1.

Spieler 2 wdhlt ein randomisiertes Protokoll
Spieler 1 wahlt die Eingabe mit groftem
erwartetem Fehlerbezuglich des Protokolls

- /é/\ax aller Strategien von 1 Min aller Strategien von
Si:ieler 1 wdhlt eine Verteilung auf Eingaben
Spieler zwei wahlt das beste passende Protokoll
Das Protokoll kann dabei deterministisch seinl!

* D.h. unsere Aussage folgt aus dem Minimax
Prinzip
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