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NEXPC MIP

- Wir betrachten weiter das MIP
Protokoll fir Orakel-3-SAT aus der
letzten Vorlesung



Analyse des Protokolls

Klar: Wenn zu akzeptieren ist, gibt es eine Strategie der
Beweiser, mit der der Verifizierer mit Ws. 1 akzeptiert.

Angenommen, die Formel ist nicht Orakel-erfiillbar

Wenn p, nicht s*k-approximativ multilinear ist, wird mit hoher
Ws. in Schritt 1 verworfen

Nehmen wir also an, dass p, sk-approximativ multilinear ist

p'4 Sei eine multilineare s*-Approximation von p,

Wenn der Verifizierer bis zum Schluss nicht verwirft, geht die
Analyse wie beim TAUT Protokoll

Der zu testende Ausdruck X g2 a3 F y€io1 3

(B1,B,,B;,F U pA(B1).pa(B,).pa(B3))=K
|gs’r iir p‘i ein glyr%orFr)\Avorzn E?‘*cxd3 d=poly(n)



Analyse des Protokolls

Wenn der Ausdruck nicht gleich K ist, und der Beweiser
sendet in einer Runde das ,richtige” Polynom, wird mit
Sicherheit verworfen, da dann s(0)+s(1)= K

Wenn der Beweiser ein anderes Polynom sendet, wird mit Ws.
(1-d/q) vom Verifizierer ein Kérperelement gewdhlt, auf dem
der reduzierte Ausdruck nicht den richtigen Wert hat usw.

Zum Schluss erhalten wir mit hoher Ws. dass g(B,,B,,B;,F,U,
p'4(B,), P'a(B,), p'4(B3)) den falschen Wert hat.

Dies prifen wir mittels 3 Fragen an P,
Da B,,B,,B; zufdllig sind, testen wir 3 zufdllige Positionen von

R/(\i‘r Wahrscheinlichkeit > 1-3/sk stimmen p, und p', an diesen
Positionen lberein

Damit wird insgesamt mit hoher Wahrscheinlichkeit
verworfen.



Bemerkung

* Das obige MIP Protokoll ist nichtadaptiv

- Tatsdchlich ist auch das TAUT Protokoll

nichtadaptiv: die Fragen des Verifizierers
sind zufdllige Korperelemente

* Damit kénnen wir leicht das ganze in ein 1-
Runden MIP Protokoll libersetzen

» Allerdings konnen wir TAUT nicht in einem 1-
Runden IP Protokoll beweisen.
Nichtadaptivitdt hilft nur bei MIP, die
Rundenzahl zu senken



Multilinearitdtstest

Wir betrachten jetzt den Test auf Multilinearitat

+ Theorem 10.5
Es gibt einen Algorithmus, der zu einer als Orakel
gegebenen Funktion A in s Variablen folgendes
leistet:

- Sei I={0,..,g-1}, k eine Konstante

- Wenn A multilinear ist und ganzzahlige Werte hat, dann
akzeptiert der Algorithmus immer

- Wenn A nicht s**-approximativ multilinear ist, verwirft der
Algorithmus mit hoher Ws.

- Der Algorithmus stellt poly(s) viele Fragen
Dies ist ein Beispiel fir einen Property Tester



Multilinearitdtstest

* Idee: teste .lokal" auf Verletzungen der
Linearitat

- I={0,...,q-1}

- Wir betrachten k-dimensionale Un‘rerraume

UC Is, bei denen es s-k Koordinaten iy,...,i
und s-k Elemente qy,...,a.  gibt und
U={xy,.. Xs" X; =q; fir j=1,..,5-K}

. 1-dimensionafen Unterrdume dieser Form
heissen Linien



Multilinearitdtstest

* L sei die Menge aller Linien, L, die Menge der Linien in
Richtung i (d.h. Dimension i ist frei)

» Definition 11.1: Eine Funktion p auf Is heisst

{nu/f//mear weﬂn lhre Einschrdnkung auf eine Linie |
near ist fir a

- Eine Funktion ist 3-approximativ multilinear, wenn sie
auf hochstens einem 5-Anteil aller Eingaben von einer
multilinearen Funktion abweicht

+ Definition 11.2: Fiir eine Funktion p heisst eine Linie
| falsch, wenn p auf | nicht linear ist, sonst korrekt. |
heisst 6-falsch, wenn p auf | nicht 8-approximativ
linear ist



Multilinearitdtstest

* Bemerkung: Wenn x aus Is, und
multilinear, dann ist [p(x)|< (qu)

* Wenn der Tester also jemals zu grofle
Werte, oder nicht ganzzahlige Werte
findet, kann verworfen werden



Der Test

Wir gehen davon aus, das die meisten Werte
p(x) ganzzahlig und kleiner als (2q)s sind

Test fiir eine Linie |
1. Ziehe m+2 zufdllige Punkte auf der Linie
2. Frage p(x) an diesen Punkten
3. Wenn p(x) dort mit einer linearen Funktion
Ubereinstimmt, akzeptiere, sonst verwerfe
Lemma 11.3:
- Wenn | korrekt ist, akzeptiert der Test

-  Wenn | 5-falsch ist, wird mit Wahrscheinlichkeit
1-exp(-6m,) verworfen



Beweis

- Wir fragen fiir m;+2 Punkte x auf der Linie
den Wert von p(x)

» 2 Punkte legen eine lineare Funktion h fest.

* Wenn fir alle linearen Funktionen h zufd.lli%
gewdhlte Punkte x mit Wahrscheinlichkeit >6

von h abweichen, verwirft der Test mit
Wahrscheinlichkeit mindestens

1-(1-8)m > 1-exp(-6m,)



TwnhE

Der Tester

Ziehe m, zufdllige Linien aus L; fir alle i
Uberpriife alle Linien wie beschrieben

Akzeptiere gdw fir alle Linien akzeptiert wird
Wir erhalten leicht:

Lemma 11 .4:

Wenn p multilinear ist, akzeptiert der Test

Wenn fiir ein i mindestens ein e-Anteil aller Linien in L.
S-falsch ist, dann wird mit

Ws 1-exp(-em,)-exp(-6m;) verworfen

Theorem 11.5:

Wenn p nicht a-approximativ multilinear ist, so gibt es ein

i, sod ss ein e-Anteil der Linien in L; 5-falsch ist, fiir
G~ 52(c+0)



Bermerkung

- Theorem 11.5 ist nichttrivial
* Wir lassen den Beweis weg



Details

+ Wir konnen nun die Parameter ¢,
6=1/poly(n) wdhlen
* Dann reicht es m;,m,=poly(n)/(¢-8) zu

setzen, um mit hoher Ws. zu verwerfen

» Insgesamt brauchen wir
m,-s- (m+2)=poly(n) Fragen an das

Orakel



Zusammenfassung

* Wir haben fir Orakel-3-SAT ein MIP
Beweissystem beschrieben

* Dieses ist dquivalent
Olreakeel—l3-502LF\EmPeC (gﬁy,poly)

» Damit gilt MIP=NEXP=PCP(poly poly)

+ Das MIP System benotigt nur 1 Runde

- Wir kombinieren das TAUT
Beweissystem mit einem Property
Tester fiur Multilinearitat



